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摘要：温稠密物质 (Warm Dense Matter, WDM) 是介于凝聚态物质和等离子体之间的一种过
渡状态的物质，也是行星物理、实验室天体物理和惯性约束聚变等高能量密度物理领域的前沿科

研方向。温稠密物质的量子效应显著，具有部分电离、强耦合、电子简并和热效应等重要的物理

性质，因此需要采用量子力学的基础理论来描述。近年来，基于量子力学的第一性原理计算模拟

方法发展迅速，逐渐成为了深入理解温稠密物质性质的有效工具。一方面，直接将凝聚态物理和

材料科学中广泛适用的第一性原理方法应用于温稠密物质面临着巨大的挑战，特别是在宽温区和

极端高压等极端条件下，需要不断改进现有的第一性原理算法和软件。另一方面，基于机器学习

的分子动力学方法发展迅速，也给温稠密物质模拟带来了新的工具。在这篇综述中，我们首先回

顾了适用于温稠密物质模拟的传统第一性原理方法，包括 Kohn-Sham 密度泛函理论方法和无轨
道密度泛函理论方法。其次，我们介绍了近年来发展的新方法和软件，例如改进的第一性原理方

法和随机密度泛函理论方法，后者已在国产开源密度泛函理论软件原子算筹 (ABACUS) 中实现。
以上新方法可以显著提升温稠密物质的计算规模和效率，从而提升温稠密物质的结构、动力学和

输运系数等性质的计算精度。

关键词：温稠密物质；第一性原理；分子动力学；机器学习；原子算筹

中图分类号：O469 文献标识码：A DOI: 10.13725/j.cnki.pip.2024.02.001

目 录

I. 前言 49

II. 密度泛函理论方法 51
A. Kohn-Sham 密度泛函理论 52
B. 无轨道密度泛函理论 54
C. 改进的第一性原理方法 55
D. 随机密度泛函理论 56

III. 机器学习辅助的温稠密物质模拟 58
A. 深度势能方法 59
B. 含温深度势能方法 60
C. 深度势能方法的压缩模型 61

IV. 计算温稠密物质性质 61
A. 状态方程 61
B. 径向分布函数 61
C. 静态和动态结构因子 62

1. 离子–离子静态结构因子 62
2. 离子–离子动态结构因子 62

收稿日期：2024-02-14
∗ E-mail: canghang@stu.pku.edu.cn
† E-mail: mohanchen@pku.edu.cn

D. 输运性质 64
1. 电子热导率 64
2. 离子热导率 65
3. 扩散系数 65

V. 总结与展望 66

致 谢 66

参考文献 67

I. 前言

温稠密物质 (Warm Dense Matter, WDM) 描述的
是一种在极端温度和压力下呈现出奇异性质的物质状

态，其温度范围覆盖从数千到数十万 K 以上的宽温区，
密度范围则从典型的固体密度延伸到数个量级以上，对

应的压强范围可达数百万大气压。近年来，温稠密物质

已成为高能量密度物理 [1–3]、天体物理 [4–6] 以及地球科

学 [7,8] 等相关研究领域中的前沿交叉热点研究方向之

一。这种物质状态特征为电子部分简并和离子强耦合。

在天体物理学中，它广泛地存在于白矮星、巨行星、中
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子星和地幔内部 [9–11]。而在实验室中，它主要出现在强

激光与固体相互作用以及冲击压缩等过程中。温稠密物

质又被称为强耦合等离子体或者稠密等离子体，因为其

内部的库仑能与热能相当 (或者更大)，因此在研究中需
要考虑强的库仑耦合效应。

激光是实验中产生温稠密物质的重要手段，这一过

程通过激光的高穿透性迅速加热固体，令其在极短时间

内达到高温高压状态。为了使温稠密物质保持一定的时

长和空间均匀性，需要使用亮度更高、波长更短的激光

设备。以 X 射线自由电子激光 (X-ray Free Electron
Laser, XFEL) 为代表的第四代光源，是目前最先进的
光源之一，能够产生超强、超短的激光脉冲。XFEL 能
够在飞秒甚至阿秒时间尺度内探测微观世界中电子移

动和原子核位置变化，因此近年来世界各国纷纷建立了

各种大型第四代激光设施。例如，德国汉堡在 2005 年
建立了软 X 射线自由电子激光装置 FLASH [12]，美国

斯坦福大学 SLAC 国家加速器实验室在 2009 年建立了
直线加速器相干光源称 LCLS [13]，日本理化学研究所在

2011 年建立了 SACLA 装置 [14]，我国上海在 2014 年
建立了软 X 射线自由电子激光装置，韩国项浦在 2016
年建立了 PAL-XFEL 装置 [14] 等。

第四代光源以其高亮度、全相干性、飞秒级脉冲和

纳米级波长等特点，为在原子尺度上探测电子动态的复

杂过程提供了一种强大工具。特别是，自由电子激光能

够在极短时间内向固体物质传递能量，实现在离子运

动尚未显著之前电子已经加热至温稠密物质状态。因

此自由电子激光特别适合用于研究温稠密物质的状态

方程 [15]、相图 [16]、输运 [17] 和光学性质 [18,19] 等。然

而，由于自由电子激光产生的温稠密物质具有非均匀性

和瞬态性等特点，实验探测也面临新的挑战。此外，大

型激光设施的建设和维护费用高昂、相关的实验周期较

长等也是温稠密物质实验研究领域的特点。

由于温稠密物质的电子和离子之间存在强烈的耦

合作用，描述这种物理现象需要用到量子力学的基础理

论。因此，科研人员通过电子简并参数和库仑耦合系数

等无量纲参数来描述温稠密物质的状态区间 [20,21]，然

而如何划分温稠密物质状态的边界依然是一个开放性

问题。关于温稠密物质状态的边界定义，我们首先介绍

一下电子简并参数，公式可以写为

θ =
kBT

EF
, (1)

这里 kB 是玻尔兹曼常数，T 是温度，EF 是费米能。由

于电子是费米子，需要考虑电子的占据能级和分布，对

于均匀自由电子气，费米能的公式为

EF =
h̄2

2m
(3π2n)2/3. (2)

这里 n 代表电子密度。

当 θ 远小于 1，代表全简并电子体系。此时，体系
的费米能远大于离子热运动的平均动能，量子效应十分

显著，需采用量子力学来描述电子，电子满足费米–狄
拉克分布且依据泡利不相容原理来占据能级。根据上述

公式，全简并体系通常出现在相对的低温或高密度条件

下。例如在白矮星这样的天体中，电子因为极端的压力

被压缩到极小的空间形成简并电子气。反之，当 θ 远大

于 1，代表非简并的电子体系，这些体系的温度相对较高
或者电子密度相对较低。我们可以把这样的体系当作经

典系统来处理，在这个框架内，电子可被视作自由粒子，

而费米–狄拉克分布退化为玻尔兹曼分布。这意味着电
子的热力学和输运性质可以用经典统计力学来描述，而

不需要考虑量子力学的复杂性，例如理想等离子体。

其次，离子–离子的库仑耦合系数可以用来描述离
子库仑势和热能的比例，公式可以写为

Γ =
Z2e2

akBT
, (3)

这里 Z 是离子电荷，e 是基本电荷，T 是离子温度，a

是离子的平均间距 (Wigner-Seitz 半径)，表示为

a =
( 3

4πni

)1/3

, (4)

这里 ni 代表离子密度。当 Γ 远小于 1 时，离子间具有
弱的相互作用，等离子体表现出理想气体的性质。反之，

当 Γ接近或大于 1时，离子间的相互作用变得显著，等
离子体表现出强耦合的特性，更准确的描述需要纳入量

子多体理论。

利用电子简并参数和离子–离子耦合参数对物质状
态进行的初步刻画，使我们能够勾勒出温稠密物质的状

态区间。对于强简并和强耦合条件下的温稠密物质进行

准确的理论描述，目前仍是科研前沿的热门课题。近年

来，基于量子力学原理的温稠密物质第一性原理计算模

拟方法和软件得到了快速发展 [21,22]。科研人员通过高

性能计算获得了温稠密物质的多项性质，包括结构、动

力学性质、输运系数以及光学特性等，进而将预测结果

与实验数据进行了对比验证。这种结合理论和实验的研

究方法已成为深入探究温稠密物质特性的关键途径。尤

其是当这些计算方法和机器学习技术有效融合之后，更

是极大地提升了模拟和研究温稠密物质的计算效率，这

对阐释相关实验现象和指导实验设计具有极其重要的

作用。
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通过计算物理的第一性原理方法处理温稠密物质

时有两种主要的方法：密度泛函理论 (Density Func-
tional Theory, DFT) [23–25] 和量子蒙特卡罗 (Quantum
Monte Carlo, QMC)。密度泛函理论是常用的第一性原
理方法，可以用于获得温稠密物质的电子结构。进一步，

考虑到离子质量比电子大 3∼4 个数量级，采用玻恩–
奥本海默近似 (Born-Oppenheimer Approximation) 来
模拟较高温度的温稠密物质离子运动是较为合理的。因

此，描述电子结构的密度泛函理论方法和描述离子运动

的分子动力学方法结合，也称为第一性原理分子动力学

(First-Principles Molecular Dynamics, FPMD)方法，该
方法借助高性能计算机已被广泛使用。FPMD 借助密
度泛函理论来获得给定晶胞和离子构型下的体系总能

量以及原子受力、应力等物理量，再结合分子动力学方

法获得不同时刻的离子演化构型，从而可以计算温稠密

物质的结构、动力学和输运系数等性质。值得注意的是，

基于传统 Kohn-Sham 密度泛函的理论方法在计算温稠
密物质时面临着计算量随温度急剧增大的本质困难，往

往局限于模拟数十个原子的小体系和低 Z 元素 (原子
序数小的元素) [26,27]。近年来，有科研人员提出突破高

温计算瓶颈的新密度泛函理论方法，这些方法可以提高

密度泛函理论求解的效率同时保持计算精度，本文也会

着重介绍一些相关进展。其次，QMC [28,29] 也是处理温

稠密物质的有效手段。例如，路径积分蒙特卡洛 (Path
Integral Monte Carlo, PIMC) 方法是一种常见的 QMC
方法，PIMC 方法已经成功地应用于研究高温体系 [30]。

但是对于低温体系，PIMC 方法的使用受限，主要是由
于经典的符号问题 [31]。此外，PIMC虽然适用于处理多
体相互作用系统，但由于其计算量大、计算方法复杂，目

前主要用于低 Z 元素的物态方程计算。

本文首先介绍了多种适用于温稠密物质模拟的密

度泛函理论方法。接着，讨论了近年来兴起并广受欢

迎的机器学习分子动力学方法，特别是代表新一代分

子动力学技术的深度势能分子动力学 (Deep Potential
Molecular Dynamics, DPMD) [32]。机器学习分子动力

学方法在精度上与第一性原理方法持平，而且在效率上

相比传统的第一性原理分子动力学方法有了显著提升，

但是也需要密度泛函理论方法来提供训练数据。最后，

本文通过结合机器学习分子动力学方法与密度泛函理

论方法，展示了如何更精确地获取温稠密物质的关键性

质。这些性质包括物态方程、静态和动态结构因子、电

子态密度以及输运系数等。该新方法不仅提高了计算效

率，而且在科学研究中拓展了第一性原理方法的应用范

围，为深入理解和预测温稠密物质的行为提供了新的视

角和工具。

II. 密度泛函理论方法

这里我们介绍几种适用于温稠密物质模拟的密度

泛函理论方法，包括 Kohn-Sham密度泛函理论 (Kohn-
Sham Density Functional Theory, KSDFT) [23] 和无

轨道密度泛函理论 (Orbital-free Density Functional
Theory, OFDFT) [33]。此外，我们介绍了密度泛函理

论方法的前沿进展，包括改进的第一性原理分子动力

学方法 (Extended First-Principles Molecular Dynam-
ics, Ext-FPMD) [34] 和随机密度泛函理论 (Stochastic
Density Functional Theory, SDFT) [35–37]，以及基于

SDFT 发展出的混合了随机–确定性电子轨道的密度泛
函理论 (Mixed Stochastic-Deterministic Density Func-
tional Theory, MDFT，下文我们统称为混合密度泛函
理论) [37,38] 新方法。除了 Ext-FPMD 方法之外，目前
其它四种密度泛函理论方法均已在国产自主可控密度

泛函理论软件原子算筹 (ABACUS) [39] 中实现，这些

方法在计算温稠密物质的电子结构时有各自不同的优

缺点，了解这部分理论知识可以帮助我们选取合适的密

度泛函理论方法来研究温稠密物质。

图 1 介绍了上面提到的五种密度泛函理论方法的
区别和联系，这五种方法的共同点是都可求出体系的电

子密度 n(r)(这里 r代表实空间的位置)和总能量，但在
处理电子波函数时有显著区别，下面我们在图 1中说明
这些区别。对于每种密度泛函理论方法，我们列出了两

部分的波函数表示，其中虚线以下代表体系低能级 (主
要是电子占据态) 波函数的选取方式，虚线以上代表体
系高能级 (主要是电子非占据态) 波函数的选取方式。

首先，KSDFT 方法 [23–25] 需要求解出单电子的波

函数 ψi(r)，其中 i 代表不同电子态，该波函数也是

Kohn-Sham单体波函数，可以用此来构造体系的电子密
度 n(r)；其次，OFDFT方法 [40,41] 和 KSDFT方法的主
要区别是不使用电子波函数 (图中标注为 Empty)，仅通
过定义电子动能关于电子密度 n(r) 的泛函来表示无相

互作用系统的电子动能，之后通过求得体系总能量的泛

函极小值获得体系的总能量；第三，Ext-FPMD方法 [34]

选取少量相对低能级的 Kohn-Sham 电子波函数 ψi(r)，

再采用自由电子平面波 (Plane Wave, PW) 的解析形式
来近似电子高能级状态，进而结合电子自洽迭代流程求

解出体系的总能量，Ext-FPMD方法相比于 KSDFT的
优势就是不用求解高能级波函数；第四，SDFT方法 [35]

使用随机轨道 χi(r) 来产生一组近似完备的基，这组基

用来表示电子波函数展开的空间，再采用切比雪夫展开

和随机轨道求迹的方法来求出体系的电子密度和总能

量，从而巧妙的绕过了 KSDFT 里矩阵对角化的步骤，
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这在极端高温的温稠密物质模拟时是一个关键方法；最

后，MDFT 方法 [37,38] 同时采用了低能级 Kohn-Sham
轨道 ψi(r) 和高能级的随机轨道 χi(r)，同样可以算出

体系电子密度和总能量，MDFT 相比于 SDFT 具有更
易收敛的优点，但是从该方法实现的并行性来讲，不及

SDFT 的随机轨道所具有的高并发性优点。

图 1. 本文介绍五种计算温稠密物质的密度泛函理论方法，分
别是 KSDFT、OFDFT、Ext-FPMD、SDFT 和 MDFT。这
五种密度泛函理论方法的主要区别之一是对电子波函数的处
理。图中虚线上方表示高能级 (例如电子非占据轨道)，虚线
下方表示低能级 (例如电子占据轨道)，ψks,i(r)和 ψks,j(r)表
示 Kohn-Sham 轨道，Empty 表示无轨道，χi(r) 和 χj(r) 表
示随机轨道。除了 Ext-FPMD，其它四种密度泛函理论方法
均已在 ABACUS 中实现。

A. Kohn-Sham 密度泛函理论

1964 年，Hohenberg 和 Kohn 提出了两个定理
(Hohenberg-Kohn theorems, HK定理)奠定了密度泛函
理论的基础 [23]。HK第一定理指出对于处在任一外势场
Vext(r)下的由相互作用电子组成的体系，外势场由其基

态电子密度 n0(r) 唯一确定，其中 Vext 可以相差一个

常数。HK第二定理表明，对于任意给定外势场 Vext(r)，

可以定义能量关于电子密度的普适性泛函 E[n(r)]，使

得当电子密度取为体系的基态电子密度 n0(r) 时，该能

量泛函取最小值，即为基态能量 E0。在这两个定理的

基础上，Kohn 和 Sham 在 1965 年进一步提出 Kohn-
Sham假设方案 [24]，该方案认为对于任一存在相互作用

的多电子真实体系，总能找到一个假想的无相互作用的

单电子体系，其基态电子密度与真实系统基态电子密度

相同。

在 Kohn-Sham 假设下，真实电子系统的电子密度
可以通过在无相互作用系统中求解电子密度获得。进一

步，在保证电子数守恒的条件下，利用变分原理可以推导

出无相互作用系统中单电子波函数满足的 Kohn-Sham

方程 [
− 1

2
∇2 + Veff(r)

]
ψi(r) = ϵiψi(r), (5)

这里 ϵi 是电子能级，对应的 Kohn-Sham单电子波函数
是 ψi(r)。公式中的有效势 Veff(r) 可以表示为

Veff(r) =
1

2

∫
n(r′)

|r − r′|
dr′ + Vxc[n(r)] + Vext(r), (6)

其中第一项为电子之间库仑排斥势 (又称为 Hartree
势)，第二项为描述电子间相互作用的交换关联势，第
三项为电子体系所感受到的外势，外势通常来自离子对

电子的库仑吸引势，也可以包含电场等。

上述密度泛函理论方法计算的是电子体系处于基

态的性质，然而对于温稠密物质需要考虑温度对电子占

据数的影响。1965年，Mermin将 KSDFT拓展到了有限
温度密度泛函理论 (Finite Temperature Density Func-
tional Theory) [25]，此理论的核心在于最小化巨热力学

势 ΩG (Grand Potential)，用公式表示为

ΩG = E − TS − µN, (7)

这里 E 是总能量，T 是电子温度，S 是熵，µ是化学势，

N 是电子数目。该理论和 KSDFT [24] 的主要区别在于

计算电子密度时引入了描述电子占据分布的函数，其中

电子密度的计算公式是

n(r) = 2

Nocc∑
i=1

f (ϵi) |ψi(r)|2 . (8)

这里 Nocc 是占据电子的能级个数。参数 ϵi 代表第 i 个

电子的能量。f (ϵi)是电子占据的费米–狄拉克分布函数，
写为

f (ϵi) =
1

exp [β (ϵi − µ)] + 1
, (9)

参数 β = 1
kBT，kB 代表玻尔兹曼常数，T 是温度。在

实际计算中，根据体系的电子数 N 守恒的公式

N = 2

Nocc∑
i=1

1

exp [β (ϵi − µ)] + 1
(10)

可以确定化学势 µ。有了以上依赖温度的电子分布函数

之后，可以通过公式

S = −2

Nocc∑
i=1

{
f (ϵi) lnf (ϵi) + [1− f (ϵi)]ln[1− f (ϵi)]

}
(11)

求出电子熵 S。
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接下来我们对 Kohn-Sham 方程的哈密顿量构造和
求解方法进行简要描述。首先，在 Kohn-Sham 方程

的框架下，哈密顿量的构造是理解电子结构的关键步

骤。特别地，外势项 Vext(r) 在此框架中起到了核心作

用，它描述了电子与离子之间的相互作用。为了有效处

理这种相互作用，人们普遍采用以下方法：模守恒赝

势 (Norm-Conserving Pseudopotentials) [42]、PAW 方

法 (Projector Augmented-Wave Method) [43,44] 和超软

赝势 (Ultrasoft Pseudopotentials) [45]。这些方法的目的

是简化电子–离子相互作用的描述，但最大程度地保持
精度，同时又可以大幅度提高计算效率。模守恒赝势和

PAW 方法是温稠密物质模拟中使用最广泛的技术，它

们通过隐藏原子核的内壳层电子，从而只聚焦于外层电

子的性质。相比之下，超软赝势方法的实现较复杂，因

此应用范围相对较小。在本研究中，我们特别关注采用

模守恒赝势结合平面波基矢的方法，这是当前密度泛函

理论计算中较为流行的一种方法。

一般来说，构造一个可靠赝势需要较多关于赝势的

背景知识，因此对于相对低温 (凝聚态体系) 的材料计
算，其所需赝势文件基本可以在网上的公共数据库找到，

例如 SG15赝势库 [46,47]。然而，在温稠密物质模拟计算

中，往往会涉及到高温高密物质下内壳层电子激发，从

而影响体系电子结构性质。因此，在这种情况下往往需

要用户自己构造赝势，这时候建议注意如下几点。第一，

构造赝势时需要考虑足够多的内壳层电子，但这会增大

所需处理电子数，从而显著地增大计算量。第二，在构

造模守恒赝势的过程中，存在一个可调的一维径向方向

截断半径 rc 参数。当 rc 较小时，赝势对高压体系的描

述精度会有所提升，但计算所需平面波能量截断值也会

增大，这会引起计算量的大幅上升。第三，对产生的新

赝势需要充分测试，证明赝势的正确性和可移植性符合

需求。

其次，除了电子–离子相互作用以外，在密度泛函理
论方法框架里，交换关联泛函包含电子多体效应，因此是

一个关键的物理近似，其近似的好坏会影响最终模拟结

果的精度。寻找更精确的物理理论来准确描述电子体系

的交换关联泛函是这个领域长期关注的一个科研方向，

Perdew 教授提出的雅各布天梯 (Jacob’s Ladder) 交换
关联泛函框架 [48] 对交换关联泛函近似的程度进行了不

同分类。天梯共分为五阶，由下到上精度依次提高，但

泛函的构造难度和计算量也随之上升。

处在天梯第一阶的是局域密度近似 (Local-Density
Approximation, LDA) [24,49]，在这个近似里局域电子密

度作为泛函的唯一变量，该泛函在 20世纪 60年代提出，
可以用于多种材料的模拟，至今仍然被使用；第二阶是

广义梯度近似 (Generalized Gradient Approximation,
GGA)，该近似采用了电子密度及其梯度的信息来构造
交换关联泛函，例如较为广泛使用的 PW91 泛函 [50]，

PBE 泛函 [51] 等都属于 GGA 泛函。GGA 泛函也是
目前仍然被最广泛使用的密度泛函，其效率和 LDA 相
当；第三阶的 Meta-GGA泛函 [52,53] 则是进一步引入了

电子动能密度来构造泛函，例如目前较为常用的 SCAN
泛函 [53]，但 Meta-GGA 泛函的计算量相比于 LDA 和
GGA 有显著增大；第四阶的杂化泛函 (Hybrid Func-
tional) 引入了占据态的电子波函数来构造泛函，即在
上述泛函里再掺入一定比例的精确交换能，例如常见的

B3LYP 泛函 [54]，HSE06 泛函 [55,56]，杂化泛函虽然精

度相比于之前的泛函有了较大提升，但计算量也急剧上

升，因此在使用之前建议评估所需的计算量；最上层的

第五阶泛函则是引入非占据态电子波函数来构造交换

关联泛函，该方法也是在提升精度的同时进一步增大了

计算量，因此难以用于长时间的分子动力学模拟或者大

体系的模拟。

实际上，在模拟温稠密物质的时候，交换关联泛函

往往对结果影响不大，但近年来也有研究人员指出 [57]，

当交换关联泛函的能量与系统热能相当时，需要考虑交

换关联泛函中的温度效应，从而获得更准确的预测结果。

在温稠密物质模拟中，目前广泛使用的是 LDA和 GGA
类型的交换关联泛函。2017 年，Witte 等人通过密度泛
函理论分子动力学模拟，使用第二阶的 PBE 泛函和第
四阶的 HSE 杂化泛函计算了温稠密铝随频率变化的电
导率 [58]。研究结果表明，使用 HSE 杂化泛函能更准确
地预测直流电导率，相关结论有待进一步的验证。

最后，求解 Kohn-Sham 方程往往采用电子密度自
洽迭代方法来获得体系的电子密度和总能量，这是因为

Kohn-Sham方程中构造哈密顿量需要用到电子密度，而
电子密度又依赖于先获得对角化哈密顿量所得到的电

子波函数。我们通过图 2(a) 简单介绍电子自洽迭代方
法的流程，大致可分为以下六个步骤：(i)给定元素种类
和原子坐标，为给定体系初猜一个初始电子密度 n0(r)。

(ii)使用电子密度构造有效势 Veff(r)。(iii)对角化Kohn-
Sham 方程的哈密顿量，得到电子波函数 ψi(本征函数)
和对应的电子能级 ϵi(本征值)。(iv) 通过求出的占据态
电子波函数 ψi 求出新的基态电子密度 n(r)。(v) 判断
新旧电子密度 (构造哈密顿矩阵所用的电子密度) 的差
别是否小于一定的阈值。如果不满足阈值收敛条件，则

混合新旧电子密度 (其中旧的电子密度也可能包含前几
步的电子密度，混合可以是线性混合，即将旧的电子密

度和新的电子密度按一定比例加权求和) 得到新的电子
密度，返回 (ii) 步进行下一轮电子迭代。如果满足阈值
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图 2. (a) 采用 Kohn-Sham 密度泛函理论 (KSDFT) 求解 Kohn-Sham 方程的流程图。n0(r) 和 n(r) 分别代表初始电子密度
和计算出的电子密度。通过初始电子密度构造有效势 Veff(r)，然后求解 Kohn-Sham 方程得到能级 ϵi 和 Kohn-Sham 波函数
ψi(r)。∆ 是收敛阈值，用于判断电子密度是否达到自洽收敛的精度。(b) Orbital-Free 密度泛函理论 (OFDFT) 求总能量极小
值的流程图。OFDFT 方法是用拉格朗日乘子法写出体系的拉格朗日量 L，然后通过梯度 δL

δϕ
和最优化算法找到 L 的极小值点，

通过判断梯度是否小于阈值来判断计算是否可以结束。

条件，则电子自洽迭代循环收敛，程序正常退出。

在得到体系的电子密度和能量之后，还可以通过解

析公式求解出原子受力和应力，从而进一步结合分子动

力学方法进行第一性原理分子动力学模拟。值得注意的

是，电子自洽迭代流程是这个过程中计算量较大的部分，

特别是对哈密顿矩阵进行对角化求解电子波函数和电

子能级的计算量大致和电子数三次方成正比，这是因为

哈密顿矩阵的求解计算量相当于对角化一个厄米矩阵，

其计算量从线性代数的角度来讨论也是正比于矩阵维

度的三次方。采用电子结构计算软件时，我们可以通过

求解能级最低的一部分特征值和特征函数来降低对角

化哈密顿矩阵的计算量。然而，对于温稠密物质模拟，

随着温度升高，电子的费米–狄拉克统计分布函数会在
能级高的区域趋近于平缓，从而大量引入电子占据态。

为了保证电子数守恒，传统 Kohn-Sham 密度泛函理论
在计算第 (iv) 步电子密度时需显示引入所有被电子占
据的态，这会极大增加计算量。因此，以上传统算法对

研究温稠密物质提出了巨大挑战。综上所述，在保证精

度的前提下，发展能够提升温稠密物质计算效率的模拟

方法十分必要。接下来，我们将介绍几种针对温稠密物

质发展的密度泛函理论方法，包括无轨道密度泛函理论

方法、随机密度泛函理论方法和混合密度泛函理论方法。

B. 无轨道密度泛函理论

无轨道密度泛函理论也常被应用于温稠密物质模

拟 [33,59–61]。有别于传统的 KSDFT中利用 Kohn-Sham
单电子轨道精确地计算无相互作用动能，OFDFT 借助
电子的动能密度泛函 (Kinetic Energy Density Func-
tional, KEDF) 直接从电子密度出发计算无相互作用
动能，KEDF 是电子密度的显式泛函，且不显式依赖
Kohn-Sham 单电子轨道。这种取代波函数的方法相比
于 KSDFT可以极大提升第一性原理模拟效率，原因是
OFDFT 方法不需要进行哈密顿矩阵对角化，也不需要
在布里渊区里进行多 k 点采样。此外，由于无需求解占

据态 Kohn-Sham 轨道，体系温度升高后不会显著影响
OFDFT 计算效率。在 OFDFT 框架下，体系总能量关
于电子密度 n 的泛函可写为

EOF[n] = Ts[n] + Eext[n] + EH[n] + Exc[n], (12)

其中第一项是电子动能密度泛函项，第二项是电子–离
子相互作用的外势项，第三项是电子间库仑排斥作用项，

第四项是交换关联泛函项。

首先讨论电子动能泛函，目前 OFDFT 的动能泛
函通常被分为局域（或半局域）泛函和非局域泛函两大

类，一般而言非局域泛函精度更高，但效率相对较低。例
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如，1927 年 Thomas 和 Fermi 提出的 Thomas-Fermi
(TF) 动能密度泛函 [62] 是局域泛函且在均匀自由电子

气中严格成立。1935 年 Von Weizsäcker 提出的 vW 半

局域动能密度泛函 [63] 在单电子体系中严格成立，是非

相互作用体系动能的严格下限。1992年Wang和 Teter
从 Lindhard 响应函数推导出 WT 非局域动能密度泛
函 [64]，以及 1999 年 Wang、Govind 和 Carter 推广了
WT 泛函，得到依赖于电子密度的 WGC 非局域动能
密度泛函 [65]。值得一提的是，WT 和 WGC 这类非局
域电子动能密度泛函在一些简单金属体系上 (例如 Li、
Al、Mg 等) 可达到与 KSDFT 相似的精度 [64–66]。基于

OFDFT的效率优势，White等人在 2013年采用 TF动
能泛函结合分子动力学方法模拟了温稠密铝在 0.5 和 5
eV 温度下的离子–离子静态结构因子和离子–离子动态
结构因子等性质 [33]，并且和经典模型的分子动力学结

果进行比较后发现了显著的不同，该工作阐明了采用基

于量子力学的电子结构方法描述温稠密物质的重要性。

近年来也有研究小组针对电子动能密度泛函进行了新

的探索。例如，2018年 Luo等人提出了基于 GGA的半
局域 LKT (Luo-Karasiev-Trickey) KEDF [67]。2020年，
Trickey 等人将 LKT KEDF 拓展到有限温度，提出了
LKTF动能密度泛函并应用于模拟温稠密铝、硅和氢的
性质 [68]。2023 年，Sun 等人提出了采用数值方法拟合
动能泛函核函数的方法，对简单金属和硅获得了较好的

结果 [69]。虽然 OFDFT 在物质模拟上取得了一定的成
功，但目前在 OFDFT领域还缺少能准确描述大部分半
导体或是过渡金属元素的电子动能泛函。

其次，OFDFT 舍弃了电子轨道的概念，因此无法
直接使用带有投影子的非局域赝势。在实际计算中，针

对不同元素，OFDFT 需要构造专门的局域赝势。例
如，2008 年 Huang 等人 [70] 提出的 Bulk-derived Local
Pseudopotential (BLPS)是目前使用较多的局域赝势构
造方法。此外，近年来也出现了一些其他种类赝势和处

理方法 [71]。例如，2022年Woo等人开发了一种基于机
器学习方法的局域赝势，使用损失函数来定义条件并通

过反向传播算法进行优化，可应用于第二到第四周期元

素 [72]。

最后，求解 OFDFT框架下电子密度可以利用拉格
朗日乘子法，在粒子数守恒的条件下求解能量泛函的极

小值 [73]。定义体系的拉格朗日量为

L = EOF[n]− µ
[ ∫

n(r)dr −N
]
, (13)

这里的拉格朗日乘子 µ 是无相互作用体系中最高占据

态的能量，即化学势。在 OFDFT 里，为了保证电子密
度处处为非负，一般对

√
n 进行优化。为了方便，定义

ϕ(r) =
√
n(r)，从而拉格朗日量的梯度计算公式可以转

化为

δL

δϕ
=
δEOF[n]

δϕ
− 2µϕ. (14)

具体流程见算法流程及实现可以参考相关文献 [74–77]。

图 2(b) 给出了 OFDFT 方法的大致求解流程，具体
如下：(i) 准备初猜电子密度；(ii) 求拉格朗日量 L 对

ϕ(r)的导数；(iii)利用各种优化算法，例如共轭梯度法、
Truncated Newton 方法、或 BFGS (Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno) 方法，得到优化方向以及优化步长；
(iv) 判断梯度相关的收敛条件，如果大于收敛阈值，则
再次计算梯度进行迭代，直到梯度小于收敛阈值，退出

计算。

由于 OFDFT方法不需要显式求解电子轨道，因此
相比于 KSDFT方法具有效率上的巨大优势，通常情况
下 OFDFT要比 KSDFT快 3∼5个数量级。在 OFDFT
理论框架下，目前大多数电子动能泛函对具有类似均匀

自由电子气性质的体系描述较为准确，因此也常被用于

描述温稠密物质的外壳层电子 [33,61,78]。然而，OFDFT
也存在缺点，例如较难描述电子的壳层结构信息，也难以

准确描述高温下电子从内壳层被激发的物理过程。此外，

对于局域电子，OFDFT的电子动能泛函精度仍有不足，
对于半导体和过渡金属的描述仍然较差。总之，OFDFT
方法长期面临的一个重要挑战是如何构建一个准确、稳

定、高效、可移植的动能密度泛函，随着近年来机器学习

方法的兴起，OFDFT 框架下的动能泛函方法也许会迎
来新发展。值得一提的是，近年来也有基于 OFDFT 的
含时密度泛函理论 (Time-Dependent Orbital-Free Den-
sity Functional Theory, TD-OFDFT) 被用于描述温稠
密物质的阻止本领 (Stopping Power) 等性质 [79–81]。

C. 改进的第一性原理方法

传统的 KSDFT 和 OFDFT 方法用于计算温稠
密物质电子结构性质时都面临不同程度的效率或精度

的挑战。来自北京大学的 Zhang 等人在 2016 年自主
开发了改进的第一性原理分子动力学 (Ext-FPMD) 方
法 [34]。用统一的密度泛函理论计算方法实现了从冷凝

聚态物质到热致密等离子体整个温度范围内的量子模

拟。Ext-FPMD方法的核心思想是将高能级的电子用平
面波的解析形式来近似描述，从而避免了传统的密度泛

函理论方法直接计算这些高能级所带来的巨大计算量，

同时该方法也保留了 OFDFT 方法所不具备的电子占
据轨道波函数信息。因此，Ext-FPMD方法对于研究极
端高温物质的电子结构是十分有效的工具。
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在 Ext-FPMD 框架里，处在高能级电子被近似在
一个常数的有效势场内运动，该电子可以直接用平面波

来描述，其电子态密度 (Density of States, DOS) 可以
表示为

D(ϵ) =

√
2Ω

π2

√
ϵ− U0, (15)

其中，ϵ 表示电子态的能量，Ω 是计算的原胞体积。U0

是一个常数，代表有效势能，ϵ−U0 则代表电子动能。在

对高能级电子做出以上近似后，需要对常规 Kohn-Sham
方程的电子自洽迭代收敛方案进行一些修改。

首先，每次计算电子密度时其贡献均来自于两部分，

公式可以写成

n(r) = 2

Nc∑
i=1

f (ϵi) |ψi(r)|2 +
1

Ω

∞∫
Ec

f(ϵ)D(ϵ)dϵ. (16)

上式第一部分来自求解出的低能级波函数，第二部分来

自高能级电子的平面波近似处理。Ec 是被平面波近似

替代的高能态电子最低能量，相应的电子态标号为 Nc。

其次，在求解 Kohn-Sham 方程得到电子态的能量
ϵi 之后，有效势能 U0 可通过如下公式计算

U0=

〈
ϵi+

1

2

∫
Ω

ψ∗
i (r)∇2ψi(r)dr

〉
i=Ns,Ns+1,...,Nc

. (17)

该式子可以理解为在 Ec 附近的电子能级 ϵi 减去对应

的电子动能 − 1
2

〈
ψi

∣∣∇2
∣∣ψi

〉
得到的能量 (即势能) 之

和。这里 Ns 是电子波函数的标号，可以从接近平面波

的电子态开始选取。

最后，Ext-FPMD 方法的流程如图 3(a) 所示：(i)
猜测一个初始电子密度 n0(r)；(ii) 使用该电子密度构
建有效势能 Veff(r)；(iii) 求解 Kohn-Sham 方程得出低
能级电子的波函数和本征能量；(iv) 计算有效势能 U0

和态密度 D(ϵ)；(v)利用粒子数守恒公式计算化学势 µ；

(vi) 计算体系总电子密度 n(r)；(vii) 判断新旧电子密
度之间是否收敛，不收敛则混合新旧电子密度进行新一

步电子迭代，如果结果收敛则结束计算并得到相应的电

子密度和总能量。关于 Ext-FPMD 的更详细流程，包
括求原子受力和体系应力的公式，可以参考文献 [34]。

Ext-FPMD方法 [34] 近年来被多次用于研究温稠密

物质。例如，2021年 Liu等人利用 Ext-FPMD方法计算
了碳氢材料的状态方程，并且与实验结果吻合很好 [37]。

2023 年，Gao 等人使用 Ext-FPMD 方法进一步研究了
硅在较大密度范围 (2.329 ∼ 18.632 g/cm3) 和宽温区
(1× 104 ∼ 1.29× 108 K) 下的 Hugoniot 曲线、状态方

程和径向分布函数 [82]。近年来，在密度泛函理论软件包

ABINIT v9.5.2版本里也实现了 Ext-FPMD的功能 [83]，

并已被应用于研究温稠密铝、铍、碳等材料 [84,85]。以上

研究结果表明，Ext-FPMD方法是研究温稠密物质性质
的有效模拟工具，因此发展相关的算法和软件具有重要

意义。

D. 随机密度泛函理论

随机密度泛函理论 (Stochastic Density Functional
Theory, SDFT) 最早由 Baer、Cytter、Neuhauser 等
人于 2013 年提出 [35]，之后又被扩展到研究有限温度体

系 [36]。该理论针对电子波函数，采用随机轨道来产生一

组近似完备的基，并且利用切比雪夫展开和求迹的方法

来计算出体系电子密度，避开了哈密顿量矩阵对角化过

程。值得注意的是，该方法的计算时间标度是
(
T−1N

)
，

即随着体系大小线性增长，同时也随着温度上升计算量

降低，因此适用于温稠密物质的电子结构计算。近来，

基于平面波和布里渊区多 k 点采用的 SDFT 方法已在
ABACUS 软件包中实现 [86] 并被用于研究处于温稠密

物质状态的硼和碳 [87]。

首先，我们介绍随机波函数。假设存在任意正交完

备基组 {ϕj}，则随机波函数 χn 在这组完备基下的展开

形式为

⟨ϕj | χn⟩ =
1√
Nχ

exp
(
i2πθnj

)
, (18)

其中 Nχ 表示随机轨道数目，θ
n
j 是 (0, 1)区间随机分布

产生的随机数，满足完备性

lim
Nχ→+∞

Nχ∑
n=1

|χn⟩ ⟨χn| = Î . (19)

实际计算中由于所采用的基组数量有限，所以该方

法会产生基组不完备导致的误差。这些误差可以通过增

加随机波函数的数目或者增加体系的 k 点等方法来降

低 [86]，从而满足实际计算需求。

其次，传统 KSDFT面临着随着温度升高需要求解
的能级快速增加这个严峻的挑战，SDFT 方法则绕过了
对哈密顿矩阵对角化的步骤，直接采用求迹的方法来求

电子密度，该方法在高温下具有巨大效率优势。具体来

说，给定算符 Â，其求迹表达式可通过随机波函数展开，
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图 3. 适用于温稠密物质模拟的密度泛函理论方法计算流程图。(a) Ext-FPMD 方法流程图。n0(r) 和 n(r) 分别代表初始电子
密度和计算得出的电子密度。Veff(r) 代表实空间有效势，U0 是一个常数有效势，ϵ 表示电子态的能量，D(ϵ) 是态密度。µ 表
示化学势，Ec 是被平面波近似替代的高能态电子的最低能量，相应的电子态标号为 Nc。ϵi 和 ψi 分别是第 i 个能级的本征值
和电子波函数，f 是费米–狄拉克分布函数。Ω 是模拟体系的体积，∆ 定义收敛阈值。(b) SDFT 方法流程图。χn 代表第 n 条

随机波函数，Nχ 是随机轨道数目，f̂H 是费米–狄拉克分布所代表的算符，Ĥ 代表体系哈密顿量。(c) MDFT 方法流程图。Nϕ

是 KS 轨道数目。

公式为

Tr(Â) = lim
Nχ→+∞

Tr

 Nχ∑
n=1

|χn⟩ ⟨χn| Â


= lim

Nχ→+∞

Nχ∑
n=1

〈
χn|Â|χn

〉
,

(20)

因此，电子密度也可通过求迹方法得到，公式为

n(r) = 2Tr
[
f̂Hδ(r̂ − r)

]
, (21)

这里 f̂H 代表费米–狄拉克分布函数。通过将 f 按照切

比雪夫多项式的方式展开，并且把相应的哈密顿量作用

到随机波函数上可以算出电子密度。进一步，还可以求

出原子的受力和应力，具体细节可参考相关文献 [86]。

最后，SDFT 方法的电子自洽迭代过程也类似于
KSDFT。如图 3(b) 所示，大致可分为五个步骤：(i) 猜
测一个初始电子密度 n0(r)，并产生随机轨道 χn；(ii)
构造有效势 Veff(r)；(iii) 根据电子数 N 来确定化学势

µ；(iv) 将带有体系哈密顿量的费米–狄拉克算符用切比
雪夫展开成多项，计算每一项并进行求和，从而直接计

算出体系的电子密度；(v) 判断新旧电子密度之间是否
小于一定的精度 |n− n0| < ∆，不满足的话就混合新旧

电子密度进行新一步的电子迭代，满足收敛阈值则结束

计算。

White 和 Collins 在 2020 年提出了混合密度泛函
理论 (MDFT) [38]，该方法将 KSDFT 和 SDFT 方法
结合起来，可用于进一步减小 SDFT 中出现的随机误
差。2022 年 Liu 等人在 ABACUS 软件包中基于平面
波和模守恒赝势方法实现了 SDFT 和 MDFT 方法 [86]。

MDFT 方法的核心在于将 KSDFT 和 SDFT 各自的
优点相结合，以实现在高温下快速和准确的电子自洽迭

代计算。该方法不仅具有 KSDFT 的精准性，还具备
SDFT 的高效性。接下来我们简单介绍一下 MDFT 方
法，MDFT方法将电子轨道分成两部分，包括低能量的
Kohn-Sham 轨道 (确定性轨道){ψi} 和高能量的随机轨
道 {χ̃n}，这两种轨道结合在一起满足完备性条件

lim
Nχ→+∞

Nχ∑
n=1

|χ̃n⟩ ⟨χ̃n|+
Nϕ∑
i=1

|ψi⟩ ⟨ψi| = Î , (22)

这里提到的随机轨道 χ̃n 是通过将初始随机轨道 χn 和

一组 Kohn-Sham 轨道 {ψi} 正交化之后得到，其表达
式为

|χ̃n⟩ = |χn⟩ −
Nϕ∑
i=1

⟨ψi | χn⟩ |ψi⟩ , (23)
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其中，Nχ 和 Nϕ 分别代表随机轨道和确定性轨道

(Kohn-Sham 轨道) 的个数。上述提到的算符 Â 的迹

可以用这两组轨道来运算，公式为

Tr(Â) = lim
Nχ→+∞

Nχ∑
n=1

〈
χ̃n|Â|χ̃n

〉
+

Nϕ∑
i=1

〈
ψi|Â|ψi

〉
.

(24)
所以，电子密度的贡献也可以分成两部分

n(r) = 2

Nχ∑
n=1

∣∣∣〈r ∣∣∣f̂1/2H

∣∣∣ χ̃n

〉∣∣∣2 + 2

Nϕ∑
i=1

f (ϵi) |ψi(r)|2 .

(25)
这里的 2 代表考虑自旋后，填充每条能级的电子数。

如图 3(c) 所示，MDFT 方法也采用电子的自洽迭
代循环，步骤可以大致分成以下几步：(i) 初猜一个电
子密度 n0(r) 并产生随机轨道 {χ}n；(ii) 构造有效势
Veff(r)；(iii) 求解 Kohn-Sham 方程，得到一组 Kohn-
Sham 轨道 {ψi}；(iv) 通过正交化方法计算随机轨道
{χ̃n}；(v) 根据电子数守恒 N，计算化学势 µ；(vi) 分
别计算电子密度的两部分，一部分通过 Kohn-Sham 轨
道求得，剩下的部分通过随机波函数求得；(vii) 将新旧
电子密度进行混合，并判断新旧电子密度是否小于收敛

阈值，如果不满足条件，进行新旧电子密度混合并进入

下一次迭代，最终得到相应的基态密度和能量。

SDFT 和 MDFT 已经被用于研究温稠密物

质。例如，2018 年 Cytter 等人提出了有限温度

SDFT [36]，用于计算在密度范围 1.9 ∼ 3.5 g/cm3，温

度范围 6 000∼26 000 K下的温稠密硅的自由能和状态
方程，并讨论了该方法的计算效率和误差。2019 年，
Cytter等人将 SDFT 方法和 Kubo-Greenwood 方法结
合，计算了温稠密氢–氦混合物的电导率 [88]，发现当温

度为 60 000 K 且氢原子占整个体系中原子总数的 0.3

时，会出现氢–氦混合物金属相的转变。2022 年 Liu 等
人在 ABACUS 软件中实现了 KSDFT [86]、切比雪夫求

迹 (Chebyshev Trace, CT)方法、SDFT方法和 MDFT
四种基于平面波赝势的密度泛函理论方法，并且实现了

基于这些算法的大规模并行算法，可以高效求解 Kohn-
Sham 方程。该工作中还进一步引入了布里渊区多 k

点采样的功能，适用于原子数较少和密度较高的周期

性体系。Liu 等人系统地测试了温稠密硅在密度范围
在 2.33 ∼ 5 g/cm3 和温度范围 10 eV的条件下，以及碳
在密度范围为 3.51 g/cm3 和温度范围为 20 eV 条件下
的电子密度、自由能、原子受力、应力和态密度等一系列

性质，为温稠密物质的理论计算研究者展示了一种新的

密度泛函理论方法，该方法相比于传统的 KSDFT方法，
具有同样的精度和更高的计算效率。2024 年，Chen 等

人将 SDFT方法和机器学习分子动力学方法结合，并且
应用于硼和碳体系，可以进一步更加准确地获得温稠密

物质性质 [87]。值得一提的是，White 等人在 2022 年提
出了基于 MDFT 的含时密度泛函理论 (TD-DFT) [89]，

并且将该方法用于计算温稠密碳的阻止本领，说明基于

SDFT 和 MDFT 的电子结构方法可以应用于解决研究
更多温稠密物质的性质。

III. 机器学习辅助的温稠密物质模拟

近年来，机器学习 (Machine Learning, ML)方法和
科学计算领域的结合日渐紧密并有望大幅提升科学计

算方法的精度和效率。在分子动力学模拟中，准确描述

势能面对于模拟原子间相互作用至关重要。基于深度学

习可以构建精确的具有第一性原理方法精度的势能面，

而需要的训练数据则来自第一性原理方法 (例如密度泛
函理论方法)计算得到的能量、原子受力和应力等数据。
模型训练好之后，原本求解量子力学方程的计算就可被

深度神经网络推断计算完全取代，从而极大提升第一性

原理计算效率。例如，基于深度学习的原子尺度模拟方

法已被成功应用于体系势能面构建 [90,91]，并应用于研

究液态水 [92–94]、燃烧 [95] 以及合金 [96,97] 等材料。

图 4 描绘了结合机器学习的密度泛函理论分子模
拟方法在温稠密物质模拟中的应用概览。在图 4(a) 中，
我们可以看到不同层次的密度泛函理论的体系结构，这

包括了 KSDFT、OFDFT、改进的 Ext-FPMD、以及
SDFT/MDFT。这些方法构成了探索温稠密物质性质计
算的理论基石。图 4(b)揭示了深度神经网络的架构，我
们将在后续内容中详细讨论其具体细节。图 4(c)展示了
一系列集成到 DeePMD-kit 软件包中的基于机器学习
的分子模拟模型，这些模型极大地促进了温稠密物质模

拟的发展。这些进展不仅增强了计算温稠密物质性质如

状态方程、径向分布函数、离子–离子静态结构因子、离
子–离子动态结构因子及输运性质的能力，如图 4(e) 所
示，而且对于揭示温稠密物质的复杂物理本质提供了前

所未有的深度和精确度。

因此，机器学习方法的出现为温稠密物质提供了强

大的辅助工具，可以在几乎不损失精度的前提下更高效

地模拟大尺寸体系和长时间轨迹。下面我们简要介绍采

用深度学习方法学习原子间势能面的近期发展，并探讨

其在温稠密物质模拟中的具体应用。我们以目前国际上

较为流行的DeePMD-kit软件包为例 [91,98]，具体介绍该

软件包中实现的深度势能分子动力学 (Deep Potential
Molecular Dynamics, DPMD) 方法和专门针对温稠密
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图 4. 密度泛函理论结合机器学习分子模拟方法在温稠密物质模拟中的应用。(a) 多种密度泛函理论，包括 KSDFT、OFDFT、
Ext-FPMD、SDFT/MDFT。(b) 基于机器学习的深度神经网络方法，首先输入原子坐标 R，经过 Embedding Net 和 Fitting
Net 两个深度神经网络，可以获得原子的能量 E、受力 F、应力 Ξ。其中通过多项式插值可以对 Embedding Net 的推断进行加
速，该深度网络也可以包含温度，从而对宽温区体系有更好描述能力。(c) 基于机器学习的分子模拟模型，包括深度势能分子动
力学方法 DPMD、含温的深度势能分子动力学方法 TDDPMD、深度势能的压缩模型 (DP Compress)、基于深度势能的 DOS
预测方法 (DeePDOS)，这些方法已经在 DeePMD-kit 软件包实现。(d) 以上方法可以被应用于温稠密物质的模拟。(e) 可以计
算的温稠密物质性质包括状态方程 (Equation of State)、径向分布函数 (Radial Distribution Function)、离子–离子静态结构
因子 (Ion-ion Static Structure Factor)、离子–离子动态结构因子 (Ion-ion Dynamic Structure Factor)、输运性质 (Transport
Properties) 等。

物质设计的含温 DPMD(Temperature Dependent Deep
Potential Molecular Dynamics, TDDPMD)方法 [99]，以

及一些相关机器学习算法的进展。

A. 深度势能方法

在 DPMD 算法框架下，深度神经网络用于建立原
子结构和总能量之间的映射关系。具体来说，原子体系

的总能量可拆分为每个原子能量之和

E =
∑
I

EI , (26)

这里能量 EI 代表 I 原子能量，并且该能量由 I 原子所

处的原子局域环境产生一个描述子传入深度神经网络

(前馈神经网络)，再经神经网络推断得到 EI。此外，通

过深度神经网络的反向传播算法，可以计算出 EI 对每

个原子坐标的导数，即可算出每个原子受力。如果深度

神经网络经过大量数据训练得足够好，则得到的体系总

能量 E 以及原子受力跟第一性原理计算得到的结果一

致。在此基础上，DPMD可以进行和第一性原理精度相
当的分子动力学模拟，从而大幅度提升效率。

该机器学习模型包含了一系列满足物理对称性的

操作，例如描述原子局域环境的描述子可以保证每个原

子的平移、旋转和置换不变性。具体来说，描述子由第

I 个原子及其周围给定截断半径之内所有原子的坐标联

合确定。这些原子坐标形成一个矩阵，记为 RI，该矩阵

经过一系列操作可以保留原子及其周围原子信息。程序

里通过一个嵌入神经网络 (Embedded Neural Network)
N e 来完成原子坐标信息到描述子 DI 的映射。其次，

DPMD 方法再将描述子 DI 通过拟合神经网络 ( Fit-
ting Neural Network) N f 映射到原子能 EI 上。

在训练 DPMD 深度神经网络时所采用的损失函数
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(Loss Function) 为

L (pϵ, pf , pξ)=
pϵ
N

∆ϵ2+
pf
3N

∑
I

|∆FI |2+
pξ
9N

∥∆Ξ∥2,

(27)
其中，∆ϵ、∆FI 和 ∆Ξ 分别表示能量，原子 I 的受力

和维里张量的均方根误差。参数 pϵ、pf 和 pξ 是可调参

数，用于控制训练过程中各项的权重比例。

以上机器学习方案在相对低温的材料体系中适用

于产生原子间的相互作用势，拟合出来的深度势能

(Deep Potential, DP) 深度神经网络势函数可以达到第
一性原理计算的精度。然而，当把 DPMD方法直接用于
温稠密物质模拟时则会遇到新的挑战。具体来说，温稠

密物质所涉及的温度和密度区间范围十分宽广，DPMD
只是依靠原子位置，并没有引入温度参数，这样算出来

的体系能量、原子受力和维里张量在不同温度区间内数

值相差巨大，这将导致以上定义的损失函数倾向于去优

化那些能量、原子受力或者维里张量数值较大的高温体

系，而忽略低温体系 (以上物理量数值较小)的优化。为
此，含温深度势能方法提供了一种面向温稠密物质模拟

的新方案。

B. 含温深度势能方法

2021 年，Zhang 等人 [99] 提出了一种基于机器学习

模型的含温深度势能分子动力学方法 (TDDPMD)，该
方案在 DPMD 方案的基础框架上引入了电子温度作
为参数，从而可从深度神经网络中准确获得电子温度

相关的体系自由能 A 和电子熵相关的能量 TS 两项。

测试的体系是由 Ext-FPMD 方法计算出的 67 个状态
点的温稠密铍第一性原理数据，这些体系的温度跨度

为 0.4∼2 500 eV，密度范围为 3.50∼8.25 g/cm3。

首先，TDDPMD 方法的输出之一是体系的自由能
A(R, T )，其表达式为

A = U − TS, (28)

其中，U 是体系的总势能，TS 是电子熵能量。当体系温

度较小时，一般电子熵能量项的贡献很小可忽略，但是

在温稠密物质模拟时，电子熵能量项的贡献会增大。体

系自由能对电子温度 T 和坐标 R 都有明确的依赖性，

特别是由于温稠密物质模拟的温度范围较广，不同温度

下体系的自由能和原子受力大小可以相差多个量级。如

果采用上文描述的 DPMD 方法直接对所有 67 个体系
的能量和受力进行拟合，结果展示在图 5(a) 中。横坐
标代表不同体系的温度，纵坐标代表相应的自由能误差

∆A、受力误差 ∆F、电子熵能量误差 ∆(TS)、内能误

图 5. 采用 (a) DPMD 和 (b) TDDPMD 方法拟合温度范围
在 0.4∼2 500 eV，密度范围在 3.50∼8.25 g/cm3 的 67 个
Be 状态点数据，并且用产生的深度势能模型计算得到的误
差，包括自由能误差 ∆A、原子受力误差 ∆F、电子熵能量
误差 ∆(TS)、体系总势能误差 ∆U。训练数据从 Ext-FPMD
方法获得，误差是通过对比 DPMD/TDDPMD 模型和 Ext-
FPMD 方法计算出的数据算出。该图来自文献 [99]。

差 ∆U。从图中可以看出对于低温体系，能量和原子受

力的误差会较大，满足不了精度要求。

为了解决这个问题，Zhang 等人发现了这 67 个体
系的自由能和力随着温度上升近似满足一个标度率 [99]，

基于此提出了针对 DPMD的深度神经网络 TDDPMD。
该方法通过引入一个依赖温度的标度函数 s(T )，消除由

于温度效应导致的自由能和原子受力的数量级差别，因

此不同温度的自由能和原子受力可以采用相似的权重

进行深度势能模型的优化。

采用 TDDPMD 方法之后得到的模型精度如

图 5(b) 所示，结果表明，在低于 100 eV 的温度范围
内，TDDPMD 的预测结果比 DPMD 更加精确，其自
由能可达到 10−2 eV 的精度，而 DPMD 的误差大约为
10 eV。当温度超过 100 eV 时，两者的计算精确度相差
不大，因此 TDDPMD 相比 DPMD 可以更准确地描述
整个宽温区大应变范围内的物质状态。

基于此方案，Zhang 等人使用了由 Ext-FPMD 方
法计算出的 67 个状态点的温稠密铍第一性原理数据作
为训练数据，训练出了 TDDPMD模型。该模型成功复
现了铍的 Hugoniot 曲线、离子–离子静态结构因子、离
子–离子动态结构因子、扩散系数等物理性质，其精度与
第一性原理分子动力学模拟相当。该方案还显示出了一

定的可移植性，可以应用于训练体系之外的 Hugoniot
曲线上状态点，并能准确预测相应温度压强条件下的体

系物理性质。以上结果说明了 TDDPMD方法在描述宽
温区物质时具有比 DPMD 方法更好的精度。
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C. 深度势能方法的压缩模型

2022年，Lu等人提出了基于 DP模型的 DP Com-
press模型压缩方案，该方案针对 DPMD模型中的嵌入
神经网络中的矩阵操作进行了优化 [100]。传统 DP 模型
中这些矩阵操作所占计算时间超过 80 %，是极为耗时
也耗存储的步骤。为了加快计算速度，研究人员使用分

段五阶多项式来拟合训练好的嵌入神经网络，通过多项

式运算替换了复杂的神经网络计算，有效提升了模型的

推理速度，从而可以快速得出嵌入矩阵，并且极大节省

了 GPU上显存消耗。DP Compress方案将基于 DP分
子动力学模拟速度提高约一个数量级，并降低内存消耗

约一个数量级。研究团队在 Cu、H2O 和 Al-Cu-Mg 合
金体系上进行了实证研究，证明该方法在 CPU和 GPU
硬件上都有效，目前该方法也可用于国产超算硬件上。

综上所述，上文提到的 DPMD方法、TDDPMD方
法，以及这里提到的 DP Compress 方案已经在开源包
DeePMD-kit [91,98] 中实现并供免费下载使用。此外，软

件包里还集成了一些相关的新功能。例如 2022年 Zeng
等人开发的 DeePDOS 模型，可以利用深度神经网络来
预测电子态密度 (DOS) [101]。对于大规模的分子动力学

模拟，DeePMD-kit 与分子动力学软件 LAMMPS [102]

和 ABACUS 软件 [39] 等都有接口。值得一提的是，以

上机器学习技术结合密度泛函理论方法后，已经成功应

用于研究温稠密物质 [87]。

尽管 DPMD 带来了新的可能，但使用该方法也面
临着一些挑战。首先，DPMD 技术对训练数据的依赖
性极高，需要收集和准备足够多的数据，一般来讲，拟

合单个温度和压强下的 DP 势函数需要数千到数万帧
MD 构型得到的体系总能量、原子受力以及应力，这些
训练数据的准备也需要消耗较多的机时。Zhang等人在
2018 年的研究中也强调了精确模拟所需的训练数据质
量和数量 [32]。数据的多样性不足可能导致模型过拟合，

限制了其在未见过的化学环境中的泛化能力 [103]。其次，

DPMD 模型的可移植性和泛化能力是另一个重要限制。
尽管在特定系统上训练的模型可能表现出色，但这些模

型在应对未经训练的化学环境时可能会遇到性能下降。

这一局限性减少了 DPMD 技术的灵活性，使其难以应
用于化学空间中未探索的新区域。最后，DPMD模型的
“黑盒”特性对于科学研究的透明度和可解释性也提出

了新的问题。尽管深度学习方法能够提供前所未有的模

拟精度，但 Noé 等人在 2020 年强调，模型决策过程
的不透明性限制了其在需要清晰理解原子间相互作用

机制的应用 [104]。这在一定程度上限制了深入理解和改

进模型本身的能力。

IV. 计算温稠密物质性质

A. 状态方程

物质的状态方程 (Equation of State, EOS) 是描述
在温度、压力和密度等热力学变量条件下这些物理量之

间相互关系的方程。在温稠密物质中，高温和高密度导

致原子间的相互作用复杂，因此需要考虑量子效应、离

子化、电子简并等现象。温稠密物质的 EOS在天体物理
学、核物理学和高能密度物理学等领域有着重要应用。

使用第一性原理方法计算温稠密物质的 EOS 在
过去几十年里取得了很多进展，前面介绍的 KSDFT、
OFDFT以及 Ext-FPMD都已经被大量的用于 EOS的
计算，SDFT 和 MDFT 由于处于方法起步阶段，目前
还未被广泛应用于 EOS 计算。在 EOS 的计算中，雨
贡纽 (Hugoniot) 曲线也是第一性原理方法常会计算的
物质性质。雨贡纽曲线是描述冲击波压缩过程中物质状

态变化的曲线，其基本原理是基于质量、动量和能量守

恒定律。通过联立这些守恒方程，可以得到一个关系式，

该关系式描述了压力、密度、速度等物理量在前后冲击

波状态之间的变化，所以雨贡纽曲线也称为雨贡纽关系

或雨贡纽条件。

我们举几个通过第一性原理方法计算物质 EOS 例
子。KSDFT 被用于计算 Be [105,106]、C [107]、H2O [107]

和化合物 MgSiO3
[108] 等物质的状态方程。OFDFT 被

用于 Be [106] 和 Si [59] 等物质的状态方程计算。Ext-
FPMD方法也被用于计算 He [34]、B [85]、Al [34,83]、Si [82]

和化合物 LiD [34] 等物质的状态方程。此外，PIMC 方
法适合用于高温计算，例如 D [109,110]、Be [106]、C [107]、

Si [59]、H2O [107] 和化合物 MgSiO3
[108] 等物质的状态

方程。值得一提的是，PIMC由于不适合计算低温状态，
而 KSDFT或 OFDFT 方法则不适合计算高温状态，所
以前人也常把 KSDFT/OFDFT 和 PIMC 结合起来得
到给定物质的状态方程，而 Ext-FPMD/SDFT/MDFT
面对高温和低温时则有统一的理论框架。

B. 径向分布函数

径向分布函数 (Radial Distribution Function,
RDF) g(r) 提供了物质在极端条件下的重要结构信息，
对于进一步揭示材料的物理和化学性质有着重要的作

用。实验上主要通过 X 射线和中子散射技术来测量

RDF [111]，而分子动力学等模拟方法也能提供 RDF 信
息，因此对比实验和模拟的 RDF 是验证模型可靠性
的一个重要手段。虽然实验上获得物质在高温高压下的
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RDF也面临挑战，但通过模拟获得的 RDF可帮助我们
深入了解温稠密物质的结构信息。

径向分布函数 g(r) 可用于研究原子周围的近邻原

子分布情况，其公式为

g(r) =
V

4πr2N2

〈
N∑
i=1

N∑
j=1,j ̸=i

δ (r − |ri − rj |)

〉
. (29)

其中，V 是模拟体系的体积，N 是原子数目，ri 和 rj

是原子 i 和 j 的坐标，⟨· · · ⟩ 表示系综平均。

2019 年 Liu 等人 [61] 以基于 KSDFT 和 OFDFT
的分子动力学轨迹作为训练数据得到了 DP模型，并且
得到了温稠密铝的径向分布函数 g(r)。体系温度是 0.5、
1 和 5 eV，包含 864 或 64 个原子。图 6(a) 展示了基于
KSDFT 和 OFDFT 的分子动力学模拟的 g(r)，符合得

较好。图 6(b) 通过对 64、108 和 864 个原子的三个体
系进行 OFDFT 分子动力学模拟，得到了收敛的 g(r)。

图 6(d) 和 6(e) 分别展示在 LDA 和 PBE 泛函下，DP
模型和 OFDFT 得到的 g(r) 是几乎重合的。图 6(c) 使
用了 OFDFT 进行了基于 PBE 和 LDA 交换关联泛函
的分子动力学模拟，可以看出两种泛函得到的 g(r) 稍

有区别，这两个 g(r) 相减的差画在了图 6(f) 中，可以
看出 DP方法能够清楚区分这两个泛函的微小差别，证
明 DPMD 可以达到第一性原理计算的精度。以上结果
表明，密度泛函理论方法与 DP模型的结合是一种有效
计算温稠密物质体系径向分布函数的方法，具有第一性

原理计算精度且可以模拟较大的体系。

C. 静态和动态结构因子

1. 离子–离子静态结构因子

离子–离子静态结构因子 (Ion-ion Static Structure
Factor, SSF) S(q) 也是研究温稠密物质结构的关键工
具，是上述提到的径向分布函数的傅里叶变换。SSF 的
测量和模拟可以进一步提供物质内部结构的信息，促进

我们对物质在高温高压条件下其结构和性质的理解。离

子–离子静态结构因子 S(q) 可以从衍射实验中测量出

来 [112–114]，其表达式为

S(q) =
1

N

〈
N∑
i=1

N∑
j=1

eiq·(ri−rj)

〉
, (30)

其中 N 表示原子的数目，i 和 j 表示不同的原子，q 表

示波矢。一般来说，通过大规模长轨迹的分子动力学模

拟可以计算得出体系的离子–离子静态结构因子。

2013 年 White 等人采用基于 Thomas-Fermi 动能
泛函的 OFDFT和分子动力学模拟方法结合，计算了温
稠密铝在密度为 2.7 g/cm3，温度为 0.5 和 5 eV时的静
态结构因子 [33]。此项工作为理解高温高密度条件下铝

的物理行为提供了新的第一性原理计算结果。2019 年
Liu等人 [61] 采用基于Wang-Teter动能泛函的 OFDFT
并结合 DP方法模拟同等条件下的温稠密铝，在高温下
OFDFT相比于KSDFT具有效率上的较大优势。以 KS-
DFT结果为基准，采用了Wang-Teter动能密度泛函模
型的 OFDFT方法训练出的 DPMD模拟结果比White
等人采用 Thomas-Fermi 模型的模拟结果更为准确，具
体的计算结果对比如图 7 所示。此外，Liu 等人 [61] 还

研究了 q → 0 的流体力学极限，并计算和讨论了体系

在 q → 0 下的等温可压缩系数 χ。以上研究说明训练

密度泛函理论计算出的数据且进一步产生 DP 模型这
样的方法可以更有效的计算温稠密物质的静态结构因

子和等温压缩系数等物理性质。

2. 离子–离子动态结构因子

动态结构因子 (Dynamic Structure Factor, DSF)
与静态结构因子 SSF 有着密切关系。静态结构因子主
要描述物质在空间上的平均结构，而动态结构因子则进

一步描述了原子在时间和空间上的相互作用。通过动态

结构因子的研究，可以揭示物质的传输性质、相变和弛

豫过程等性质。温稠密物质的动态结构因子可以被自由

电子激光等实验所测量，通过分析 DSF 的峰值可以用
于判断温稠密物质的温度，因此是描述温稠密物质的重

要物理量。通过在一定温度下计算温稠密物质的 DSF
峰值，可以为实验提供重要的理论支撑。例如，2003 年
Gregori 等人提出可以应用 Chihara 模型 [115,116] 来计

算温稠密物质的 X射线汤姆逊散射谱 [117]。动态结构因

子包含电子和离子的贡献。2018 年，Mo 等人通过 TD-
OFDFT计算了包含了电子和离子贡献的铝的动态结构
因子，对实验观测到的铝的 X 射线汤姆逊散射谱做出
了基于第一性原理方法的预测结果 [118]。

关于 DSF 中离子–离子动态结构因子的计算方法
如下，其表达式为

S(q, ω) =
1

2π

∞∫
−∞

1

N
⟨ρ(q, t)ρ(−q, 0)⟩eiωtdt, (31)

该公式包含两个关键参数，第一个为频率 ω，与时间尺

度成反比，描述运动的快慢。第二个参数为波矢 q，与空

间尺度成反比，用于描述波长。计算动态结构因子时，可

以先计算中间散射函数 (Intermediate Scattering Func-
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图 6.采用 OFDFT、KSDF和 DP分子动力学方法计算的温稠密铝的径向分布函数 g(r)。(a)不同温度 0.5、1，5 eV下 KSDFT
和 OFDFT 的 g(r)，其中 KSDFT 采用 PBE 泛函 (64 个铝原子)，OFDFT 采用 PBE 泛函 (864 个铝原子)。(b) 0.5 eV 下，
OFDFT 采用 64、108 和 864 个铝原子的 g(r)。(c) 0.5 eV 下，OFDFT 采用不同交换关联泛函 (LDA，PBE) 的 g(r)。(d)
0.5 eV 下，DP 和 OFDFT 采用相同泛函 (LDA) 和相同原子数 (864 个铝原子) 的 g(r)。(e) 0.5 eV 下，DP 和 OFDFT 采用
相同泛函 (PBE) 和相同原子数 (864 个铝原子) 的 g(r)。(f) OFDFT(或者 DP) 采用不同交换关联泛函 (LDA 和 PBE) 计算
出的 g(r) 的差值的比较。该图来自文献 [61]。

图 7. (a) 0.5 eV 和 (b) 5 eV 温度下温稠密铝的动态结构因
子 S(q)，其中 q 是波矢量。OF(采用 Thomas-Fermi KEDF，
LDA 泛函) 和 KS(采用 PBE 交换关联泛函) 的计算结果来
自White [33] 等人，OF(采用Wang-Teter KEDF，LDA/PBE
泛函) 的计算结果来自 Liu [61] 等人。该图来自文献 [61]。

tion, ISF)，再通过对该函数进行傅里叶变换得到 DSF。
中间散射函数的表达式为，

F (q, t) =
1

N
⟨ρ(q, t)ρ(−q, 0)⟩, (32)

其中 N 是离子数，⟨· · · ⟩ 代表系综平均，ρ(q, t) 代表波
矢为 q，时间为 t 的离子分布，其公式为

ρ(q, t) =

N∑
j=1

e−iq·rj(t). (33)

2013 年 White 等人 [33] 采用 OFDFT 结合分子动
力学，计算了密度为 2.7 g/cm3，温度在 0.5 和 5 eV 下
的温稠密铝的离子–离子动态结构因子 S(q, w)，相比于

KSDFT 有了计算效率上较大优势。这项研究表明，相
比于 KSDFT，OFDFT在计算效率上有显著优势。2019
年 Liu 等人 [61] 首次利用 DPMD 方法生成描述温稠密
铝的机器学习势函数模型，通过对大体系长时间的分子

动力学模拟，成功获得了温稠密铝的离子–离子动态结
构因子。如图 8所示，该图比较了KSDFT、OFDFT和
DP的分子动力学轨迹方法在不同温度 0.5、1.0和 5 eV
下，不同波数 q 在 0.45、0.96和 3.78 Å下，对铝的动态
结构因子 S(q, ω) 的影响。首先从 8(a)∼(c) 展示的 0.5
eV 结果可看出，和 KSDFT 结果相比，在 OFDFT 方
法里使用 TF KEDF得到的动态结构因子 S(q, ω)要差

于WT KEDF计算得到的。其次，DP方法可以较好还
原所对应的密度泛函理论方法精度。第三，图 8(a)显示
当 q =0.45 Å 时，使用 OFDFT 中的 LDA 和 PBE 交
换关联泛函所得到的 S(q, ω) 存在峰值位置和高度上的

差异。第四，图 8(c)、(f)、(i)表明在较大 q 处不同交换

关联泛函对 S(q, ω) 的影响相对较小，但 OFDFT 方法
里使用 TF KEDF 和 WT KEDF 计算得到的 S(q, ω)

差异仍然显著。

2020 年，Zhang 等人采用含温深度势能方法计算
了温稠密铍物质的动态结构因子 [99]。2021 年，Zeng 等
人使用深度势能方法进一步计算了温稠密铝的动态结

构因子 [119]。2022 年，Schörner 等人也借助基于神经
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图 8. 温度 T = 0.5、1.0 和 5 eV 下温稠密铝的动态结构因子 S(q, ω)，q 是波矢，ω 是频率。ωp 是离子等离子频率，̄h 是约化普
朗克常数。不同颜色代表不同方法得到的 S(q, ω)，括号外的 OF 和 DP 分别代表使用 OFDFT 分子动力学方法和 DPMD 方
法。括号内为相关参数。WT 和 TF 代表 OFDFT 里的 Wang-Teter 和 Thomas-Fermi 动能密度泛函模型，KS 代表 KSDFT
方法，LDA 和 PBE 代表交换关联泛函。使用 TF 模型和 LDA 的 OFDFT 结果来自 White 等人结果 [33]。该图来自文献 [61]。

网络的分子动力学研究了温稠密铝的离子–离子动态结
构因子 [120]。以上例子说明基于机器学习的分子动力学

方法精度和效率较高，已经逐渐成为计算温稠密物质离

子–离子动态结构因子的新工具。

D. 输运性质

研究温稠密物质的输运性质诸如电导率、热导率、

粘性系数、扩散系数等对天体物理和惯性约束聚变等高

能量密度物理领域具有重要意义。例如，在天体物理学

中，这些性质对于描述恒星内部的能量传输、物质状态

和动态行为提供了基础信息 [121,122]。在惯性约束聚变领

域，这些输运性质对于设计和优化聚变反应堆的性能至

关重要，影响着能量增益和稳定性 [123,124]。传统密度泛

函理论结合分子动力学方法可以计算部分温稠密物质

的输运性质，但也面临计算效率低、所能处理体系较小

等严峻挑战，这会使得计算的输运系数具有较大误差。

近年来，第一性原理和机器学习新方法，为温稠密物质

输运性质计算带来了新方案。

1. 电子热导率

温稠密物质的热导率分为电子和离子贡献两部

分，计算温稠密物质电子热导率可以采用 Kubo-
Greenwood公式 [125,126] 推导出的含频率的 Onsager系

数公式

Lmn(ω) =(−1)m+n 2πe2h̄2

3m2
eωΩ

×
∑
ijαk

W (k)

(
ϵik + ϵjk

2
− µ

)m+n−2

|⟨ψik |∇α|ψjk⟩|2

× [f (ϵik)− f (ϵjk)] δ (ϵjk − ϵik − h̄ω) ,

(34)
其中 m 和 n 是整数，ω 是频率，me 为电子质量，Ω

为原胞体积，W (k) 为布里渊区里 k 点的权重，f 为费

米–狄拉克函数，µ 为化学势，ψik 是第 i 个能带的波函

数，其对应的本征值 (能级) 为 ϵik。

准确的预测 Lmn(ω) 是计算电子输运系数的关键，

其中电子电导率 σ 和热导率 κe 可以分别表示为

σ = L11, (35)

κe =
1

e2T

(
L22 −

L12L21

L11

)
. (36)

波函数和对应的能级通常可以通过第一性原理计算获

得。然而，正如前文所说，对于极端高温情况，计算能

级较高波函数的计算代价较大，因此采用这样的方法结

合 Kubo-Greenwood 公式计算电子电导率和热导率也
面临瓶颈。此外，采用以上公式计算时，还需要注意布

里渊区 k 点数量、原子数、展宽参数、交换关联泛函和

赝势对结果的影响。最后，当我们计算有限温度时需考
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虑离子在不同温度下构型，如果采用分子动力学方法来

获得离子构型，则还需考虑分子动力学模拟时体系大小

和轨迹长度对结果的影响 [127,128]。

2021 年 Liu 等人 [78] 提出了一种采用 KSDFT 或
OFDFT 的第一性原理数据来训练 DPMD 机器学习势
函数模型，通过 DPMD 可以获得不同尺寸体系在高温
下的原子构型，效率相比于 FPMD有显著的提升。接下
来，采用 Kubo-Greenwood方法对选定的原子构型进行
电子结构计算，获得体系能级和波函数，从而计算出体系

电子输运性质。该方法被应用于计算密度为 2.7 g/cm3，

温度范围在 0.5 ∼ 5 eV 的温稠密铝材料的电子热导率。
在该工作中，作者们还系统地研究了 k点数量、原子数、

展宽系数等参数对于收敛计算出的电子热导率的影响。

Liu 等人还讨论了在计算过程中，采用两个不同电
子数的模守恒赝势对预测的电子热导率的影响 [78]。其

中，PP1 赝势是通过 ONCVPSP 软件包 [46] 生成的包

含 11 个价电子的赝势，其截断半径是 0.5 Å。PP2 赝
势是通过 PSlibrary包生成的 [129] 包含 3个价电子的赝
势，截断半径是 1.38 Å。图 9展示了这两种赝势和前人
工作的对比，包括 Knyazev [130]、Vlcěk [131]、Witte [132]

等人的计算结果和 McKelvey [133] 等人的实验结果。首

先，图中 DP-KS 和 DP-OF 分别指的是针对 KSDFT
和 OFDFT 数据训练得到的 DPMD 模型，文章发现在
0.5 ∼ 5 eV 温度范围内，DP-OF 结果和 DP-KS 结果
在相同赝势下相差不大，表明 OFDFT适用于研究该温
度范围。其次，PP1 和 PP2 两种赝势在 0.5 eV 温度下
算出的电子热导率相差不大，但在 5 eV 温度下算出的

图 9. 温稠密铝电子热导率随温度的变化。其中 DP-KS 和
DP-OF 是表明分别是由 KSDFT 和 OFDFT 训练得到的
DPMD 模型，PP1 是 11 个电子的赝势，PP2 是 3 个电子
的赝势，LDA 和 PBE 代表两种交换关联泛函。图中还引用
了 Knyazev [130]、Vlcěk [131] 和Witte [132] 的计算结果，以及
McKelvey [133] 等人的实验结果。该图来自文献 [78]。

值有较大偏差。这些结果表明不同价电子数的赝势可能

会显著影响高温下电子热导率。因此，在选择赝势时需

要考虑赝势参数的适用性。

2. 离子热导率

除了电子热导率，离子热导率可以通过基于机器

学习分子动力学方法，再结合 Green–Kudo 公式计
算 [134,135]

κI =
1

3ΩkBT 2

+∞∫
0

⟨Jq(t) · Jq(0)⟩ dt, (37)

其中 Ω 表示体系的体积，T 是温度，kB 为玻尔兹曼常

数，⟨· · · ⟩ 为统计平均值。离子热流密度 Jq 公式为

Jq =

N∑
i=1

ϵivi −
1

2

N∑
i=1

N∑
j ̸=i

(vi · Fij) rij , (38)

vi 是第 i 个原子速度，ϵi 是第 i 个原子能量，Fij 是第

j 个原子作用于第 i 个原子的力，rij = ri − rj。

Liu 等人使用 DPMD 结合 Green-Kudo 方法计算
了温稠密铝的离子热导率，研究了该性质随分子动力学

轨迹长度和体系尺寸大小的收敛性质 [78]。如图 10所示，
作者发现在 0.5、1.0 和 1.5 eV 三种温度下，随着体系
尺寸的增加，离子热导率也随之增加，并逐渐收敛于大

尺寸体系 (最大达 65 536 个原子)。此外，作者还比较
了离子热导系数和电子热导系数，发现离子热导率系数

比电子热导率系数小两个数量级以上，表明在温稠密铝

体系中，电子的热传导占主导地位。该结果有助于我们

更深入地理解温稠密物质的热传导机制。

3. 扩散系数

通过分子动力学方法可以计算体系的扩散系数，但

基于第一性原理的分子动力学往往受限于模拟体系的

大小和时间长度，因此难以准确预测体系的扩散系数。

结合机器学习分子动力学方法，则有可能以第一性原理

精度来预测体系扩散系数。扩散系数 D 有两种等价计

算方法，第一种方法是通过原子的均方位移计算，公式

为

D =
1

6t

〈
|ri(t)− ri(0)|2

〉
, (39)

其中 ri(t) 是第 i 个粒子在时间 t 所处位置。第二种方

法是通过速度关联函数来计算，公式为

D =
1

3

∞∫
0

⟨vi(t)vi(0)⟩ dt, (40)
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图 10. 采用 DPMD 方法计算的 12 种不同体系尺寸的温稠密
铝在 (a) 0.5 eV、(b) 1 eV、(c) 5 eV 温度下的离子热导率，
体系的原子数分别取了 16、32、64、108、256、1 024、5 488、
8 192、10 648、16 384、32 000 和 65 536。该图来自文献 [78]。

其中 vi(t) 是第 i 个粒子在时间 t 的速度。受限于体系

大小，计算出的扩散系数还会有尺寸效应，因此可以通

过以下公式在一定程度上消除尺寸效应 [136,137]

Dcorr = Dcalc + kBTξ/(6πηL), (41)

其中 Dcalc 是计算出的扩散系数，Dcorr 是消除尺寸效

应之后的扩散系数，L是体系的长度，kB 是玻尔兹曼常

数，T 是离子温度，η 是剪切粘滞系数，ξ 是常数，其

具体数值取决于所研究的系统和实验条件。

Liu 等人采用 DP 分子动力学研究温稠密铝的

扩散系数随尺寸变化情况 [61]，模拟的原子数从 32
到16 348，温度从 0.5、1到 1.5 eV。计算结果如图 11所
示，该结果表明温稠密铝也有较显著的尺寸效应，因此

要算准温稠密物质的扩散系数，建议采用基于机器学习

的分子动力学方法。

V. 总结与展望

本文主要回顾了温稠密物质模拟的第一性原理方

法和相关进展。近年来，随着密度泛函理论方法和软件

不断发展，基于量子力学的计算方法可以适用于深入研

究温稠密物质的基本物理性质。然而，对温稠密物质的

深入理解也需要更大尺寸、更长时间尺度、更高精度的

模拟新工具。传统密度泛函理论方法例如 Kohn-Sham
密度泛函理论和 OFDFT 在处理温稠密物质时面临精

图 11. 由 DPMD 模拟得到的温度为 0.5、1.0 和 5.0 eV 时温
稠密铝的扩散系数 D，DP 模型由 OFDFT 和 KSDFT 计算
提供训练数据。L 是立方体系的边长，原子数 N 从 32 增加
到 16 384，紫、绿和红颜色数字代表扩散系数 D。该图来自
文献 [78]。

度和效率的挑战，而新发展的改进的第一性原理方法和

随机密度泛函理论方法在处理温稠密物质时效率有了

大幅度提升。进一步，将第一性原理方法与机器学习方

法相结合可以在保证第一性原理精度的同时极大加速

分子动力学模拟效率，因此可以更准确地预测温稠密物

质的结构、动力学和输运性质。可以预见，未来第一性原

理方法和软件的进一步发展，将会更紧密地和机器学习

方法相结合，并且高性能技术的帮助也能对软件性能有

进一步提升。因此，发展适合极端高温高压条件下的电

子结构软件也愈发重要。本文提到的多种密度泛函理论

方法已经在国产开源密度泛函理论软件 ABACUS 中被
实现，相应的机器学习算法也在 DeePMD-kit软件中被
实现。我们期望这些新的电子和原子尺度的计算方法和

软件可以提高温稠密物质模拟的准确性和计算效率，以

便更深入地理解温稠密物质的独特性质。
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Abstract: Warm Dense Matter (WDM) represents a transitional state of matter situated
between condensed matter and plasma, emerging as a cutting-edge research direction within the
realms of planetary physics, laboratory astrophysics, and inertial confinement fusion in the field
of high-energy density physics. WDM is characterized by significant quantum effects, partial
ionization, strong coupling, electron degeneracy, and thermal effects, necessitating a description
based on fundamental quantum mechanical theories. In recent years, simulations and calcula-
tions based on quantum mechanics’ first principles have rapidly advanced, increasingly becom-
ing an effective tool for a deeper understanding of WDM properties. On one hand, applying
First Principles widely used in condensed matter physics and materials science to WDM poses
considerable challenges, especially under extreme conditions such as broad temperature ranges
and high pressures, which require continuous improvements to existing first-principle algo-
rithms and software. On the other hand, the rapid development of machine learning-based
molecular dynamics methods offers new tools for simulating WDM. In this review, we ini-
tially revisit traditional first principles applicable to WDM simulations, including Kohn-Sham
Density Functional Theory and Orbital-free Density Functional Theory. Subsequently, we
introduce newly developed methods and software, such as Extended First Principles Molecular
Dynamics and Stochastic Density Functional Theory, the latter of which has been implemented
in the domestically developed open-source density functional theory software, Atomic-orbital
Based Ab-initio Computation at UStc (ABACUS). These innovative approaches significantly
boost the computational scale and efficiency of WDM studies, thereby elevating the precision
of structural, dynamical, and transport coefficient calculations related to WDM.
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∗ E-mail: canghang@stu.pku.edu.cn † E-mail: mohanchen@pku.edu.cn

mailto:canghang@stu.pku.edu.cn
mailto:mohanchen@pku.edu.cn

